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Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass

SLn(Z) = {A = (aij) ∈ GLn(R) | det(A) = 1 und aij ∈ Z für alle i, j}

eine Gruppe ist.

Aufgabe 2

Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch die Rekursion

fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2,
f0 = 0, f1 = 1.

Die Fibonacci-Matrix ist

F =
(

1 1
1 0

)
.

(a) Zeigen Sie: Fn =
(
fn+1 fn
fn fn−1

)
für n ≥ 1.

(b) Zeigen Sie, dass F zwei verschiedene reelle Eigenwerte γ und δ besitzt.

Bestimmen Sie außerdem die Eigenräume Eγ , Eδ und stellen Sie
(

1
0

)
als Linearkombination von

Eigenvektoren dar.

(c) Geben Sie eine geschlossene Formel für fn an (d.h. eine Formel, die nur von n abhängt, aber nicht
von fn−1, . . . , f0).

Aufgabe 3

Gegeben sei die Matrix

At =


2 + t 4 2 + t 2 + t

t− 2 0 −6 + t −2− t

−t+ 2 −4 −t+ 2 −2− t

0 0 0 2 t

 ∈ R4×4.

Bestimmen Sie alle t ∈ R, für die At diagonalisierbar ist.

Aufgabe 4

(a) Es sei f ∈ K[X] ein Polynom vom Grad n.

Geben Sie eine Matrix A ∈ Kn×n an, deren charakteristisches Polynom f ist.

(b) Es seien A,B ∈ Kn×n. Zeigen Sie: Spur(AB) = Spur(BA).

(c) Es seien C,D ∈ Kn×n ähnliche Matrizen. Folgern Sie aus Teil (b): Spur(C) = Spur(D).
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Aufgabe 51

Eine Verkettung von linearen Abbildungen, der Form

V1
Φ−→ V2

Ψ−→ V3

heißt exakte Sequenz, wenn Kern Ψ = Bild Φ gilt.

(a) Es sei U ⊂ V ein Untervektorraum. Zeigen Sie, dass

U
ι
↪→ V

π−→ V/U

eine exakte Sequenz ist. Dabei bezeichne ι die Inklusion und π die kanonische Projektion.

(b) Es seien V1, V2 und V3 von endlicher Dimension.

Zeigen Sie die Exaktheit der Dualisierung: Ist

V1
Φ−→ V2

Ψ−→ V3

eine exakte Sequenz, so ist auch
V ?3

Ψ?

−→ V ?2
Φ?

−→ V ?1

eine exakte Sequenz. Dabei bezeichnen Φ? und Ψ? jeweils die dualen Abbildungen.
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